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Los calculos piramidales

Se hace innecesario hacer hincapié en la importancia de los
calculos matematicos relacionados con las piramides, pues durante
una gran parte de la historia de Egipto, desde la 11l dinastia hasta el |
Periodo Intermedio, las planicies desérticas se llenaron de estos mo-
numentos funerarios, y su correcto diseno era imprescindible para
evitar derrumbes y males mayores. Algunas de estas ciclopeas cons-
trucciones no estuvieron exentas de traspiés, como puede ser el caso
de la piramide acodada o romboidal edificada por orden del rey Se-
neferu (Snofru) al sur de Meidum, donde parece que hubo un error
micial en el calculo de su inclinacion que tuvo que ser corregido con
posterioridad. Al parecer un primer proyecto marcaba una inclina-
cion con un angulo de 58° con respecto a la horizontal que fue poste-
riormente corregida a 54°, para terminar el monumento con una ma-
yor inclinacion en la mitad superior (44°). Cabe la posibilidad de que
no se tratara de un error sino de la construccion de una piramide
sobre una mastaba, lo que daria el mismo resultado.

“

Ilustracion 1.Piramide acodada o romboidal de Seneferu (Snofru) edifi-
cada al sur de Dashur.
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Las piramides egipcias son, desde el punto de vista geométri-
co, regulares, poliedros con una base cuadrangular y caras triangula-
res que finalizan en punta, coincidiendo la proyeccion del vértice con

el centro del cuadrado que sirve de base.

El vocablo piramide deriva del griego mupapig. Existe una hi-
potesis del egiptologo Brugsch segun la cual la palabra griega deriva-
ria de pr-m-ws ‘altura de la piramide’ (GRIFFITH F. L., 1894, pag. 237)
(OBENGA, 1995, pag. 129).

En el PMR se encuentran una serie de problemas relacionados
con el calculo y uso de la inclinacion de una piramide, llamada seqed

(e |
(sqd M] o ﬂ), que para nosotros estara relacionada con la cotan-
gente’ del angulo diedro que forma una de las caras de la piramide
con la base de la misma, el cociente entre la mitad de la longitud de

o
la base* (Wh3-tbt Qik/)@ I ; lit.: ‘buscar la sandalia’) y su altu-

—
ra’ (pr-m-ws L N %Q ﬂ L__I; lit.: ‘lo que sale por la venta-

na’).

mitad de la base piramidal
altura

cotangente =

La inclinacion es el valor de la cotangente multiplicado en
palmos de la mitad de la base por codos de la altura, valor que se
obtiene multiplicando por 7el valor de la cotangente.

mitad de la base piramidal (codos)

inclinacion = x7 palmos
altura (codos) p

La inclinacion de las caras de una piramide responderia a la
pregunta ;cuantos palmos tenemos que desplazarnos lateralmente
para que se eleve la piramide un codo de altura? (CALICE, 1902, pag.
147).

N
El vocablo sqd O 1 parece derivar de un verbo causativo

‘hacer construir’ que proviene del verbo ¢qd Dﬁ (ﬁ ‘construir’
(FAULKNER, 1988, pag. 282), aunque anteriormente se relaciono con
la palabra ‘naturaleza’, ‘lo que hace la naturaleza (GRIFFITH F. L.,
1894, pag. 238).

Aunque en estos problemas se vean envueltas razones trigo-
nométricas, en ningun caso los egipcios las conocian ni las utilizaban
como en la actualidad, simplemente resolvian ejercicios en los que se
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necesitaba algin calculo trigonometrico,
pero desconocian las interrelaciones entre
las seis razones trigonomeétricas y las formu-

las que las conectan.

El uso de las razones trigonomeétricas
hay que asigndrselo a los matematicos hin-
dues quienes calcularon el seno como el
cociente entre el lado opuesto de un triangu-
lo rectangulo y su hipotenusa, y sobre todo
a los arabes, quienes completaron las otras
cinco razones y establecieron los principales

teoremas que las relacionan.

El experimento realizado por Tales
de Mileto para la medicion de la altura de
una piramide pudo estar relacionado con el
calculo egipcio del seqed. El matematico
griego, basandose en la semejanza de trian-
gulos derivada de su teorema, segun la cual
dos triangulos son semejantes st sus angu-
los son iguales y, en consecuencia, sus la-
dos son proporcionales, coloco un baston
de medida conocida cercano a la piramide
de Khufu (Keops), midio la sombra proyec-
tada por el objeto y la piramide y establecio
la relacion entre ambas. Por la semejanza
de triangulos es la misma relacion que entre
la longitud del baston y la altura de la pi-
ramide.

Problema 56 del PMR:

Calcular la inclinacion de una pira-
mide cuya base tiene una longitud de 360
codos y su altura de 250 codos.

El procedimiento seguido por el matematico es sencillo. Calcu-
la que la semibase es 180 (360 dividido entre 2) y la divide entre la

altura.
1 250
1/2 125
1/5 50
1/50 5

1/21/51/50 180
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El resultado, valor de la cotangente del angulo diedro, es mul-

tiplicado por 7 palmos.
1 7
1/2 31/2
1/5 11/31/15
1/50 1/10 1/25

1/21/5 1/50 5 1/25 palmos/codo

El factor 1/5 se consigue dividiendo 7 entre 5.

7—1+2—1+1+1
5 5 3 15

... tentendo en consideracion la transformacion de 2/5 en la tabla 2/n
del PMR.

El factor 1/50 se consigue de forma similar dividiendo 7 entre

50.
1 50
1/5 10
1/10 5
1/25 2
1/101/25 7

... 0 lo que equivale a

7 _(G+2) 5 2 1 1

50 50 50750 10 25

Ahora explicaremos a suma de las fracciones 1/3 1/10 1/15
tomando como base m - 30, el doble del mayor “denominador”.

1 30
1/3 10
1/10 3
1/15 2

1/31/101/15 15
La mitad de 30. Asi tenemos

3 el 4ot = 54

2 2 25 25
El valor correspondiente a una inclinacion de 5 1/25 pal-
mos/codo es 54° 14’ 46,01”, muy proximo a uno de los angulos utili-

zados en la construccion de la piramide acodada de Seneferu

(Snofru).
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Problema 57 del PMR

Si una piramide de 140 codos de base tiene una inclinacion
de 5 “palmos” y 1 “dedo”, ;cual es su altura?

Pensariamos que el escriba aplicaria la formula

mitad de la base piramidal (codos)
altura = ————— x7 palmos
inclinacion (codos)

... pero el escriba multiplica el numerador y el denominador por 2

obteniendo

la base piramidal (codos)

doble de la inclinacién(p?(l)rggs)

altura (codos) = x7 palmos =

1
= base (doble de la inclinacién) X7

Comienza calculando el doble de la inclinacion, 5 palmos 1
dedo por dos, obteniendo 10 1/2 palmos, sabiendo que 1 palmo
consta de 4 dedos (2 dedos se corresponde a 1/2 palmo). El siguiente
paso es dividir 7 palmos entre el valor de la inclinacion en pal-

mos/codo, 10 1/2, lo que resulta

1 101/2
1/3 31/2
2/3 7

Valor por el que multiplica la base en codos para obtener la
altura.

140 2—931 d
x 5 =933 codos

El valor del angulo obtenido para dicha inclinacion es de 53°
07 48,37".

Problema 58 del PMR

Calcular la inclinacion de una piramide cuya base tiene una
longitud de 140 codos y su altura de 93 1/3 codos.

En realidad es la prueba del ejercicio anterior.

Se calcula la semibase, 140 codos de la base divididos entre 2,
obteniéndose 70 codos. Ahora calcula la cotangente del angulo die-

dro dividiendo este valor por la altura.

——————
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1 931/3
1/2 46 2/3
1/4 231/3

1/2 1/4 70

Ahora calcula la inclinacion (palmos / codos) multiplicando la

cotangente por 7 (1 codo son 7 palmos).

1 7
1/2 31/2
1/4 11/21/4

1/21/4 51/4

... que equivale a 5 palmos 1 dedo por codo, sabiendo que 1 palmo
son 4 dedos.

Problema 59 del PMR

Calcular la inclinacion de una piramide cuya base tiene una

longitud de 12 codos y su altura de 8 codos.

El método seguido es el mismo que en los problemas anterio-
res. Calcula el valor de la semibase, 6 codos (12 codos entre 2) y lo

divide por el valor de la altura.

1 8
1/2 4
1/4 2

1/21/4 6

El resultado es el mismo que el obtenido en el problema ante-

rior: 5 palmos 1 dedo por codo.

Problema 59B del PMR

Si una piramide de 12 codos de base tiene una inclinacion de
5 “palmos” y 1 “dedo”, jcual es su altura?

La metodologia aplicada es la misma del problema 57. En
primer lugar mulfiplica por 2 la inclinacion (5 1/4 por 2), obteniendo
10 palmos y 2 dedos, o su equivalente 10 1/2 palmos. El siguiente
paso es dividir 7 palmos entre el valor de la inclinacion en pal-
mos/codo, 10 1/2, lo que resulta 2/3, valor por el que multiplica el
lado de la base para obtener la altura (2/3 por 12 igual a 8). La altura

vale 8 codos.
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Problema 60 del PMR

Calcular la inclinacion de un pilar con forma de cono cuya
base tiene un didmetro de 15 codos y su altura de 30 codos.

Un cono es un cuerpo geometrico que se origina por el giro de

un triangulo rectangulo tomando como eje uno de sus catetos.

El vocablo egipcio utilizado es m”—_—l jwn ‘pilar’, pero el pro-

blema sugiere que se trata de un cono.

El ejercicio, que en principio es como los anteriores, presenta
unan variante en su ejecucion. Cuando revisamos las operaciones
realizadas por el matematico egipcio observamos que no calcula el
valor de la cotangente del angulo diedro, sino la tangente, divide el

valor del cateto opuesto entre el valor del cateto adyacente o conti-

guo.
1 71/2
2 15
4 30

Ademas el valor obtenido no es seguido de conversion alguna,
por lo que el dato es el valor de la tangente, tal y como conocemos

hoy.

Sin embargo, el problema pide el calculo de la inclinacion, el
seqed. Para ello habria que invertir el valor de la tangente para calcu-
lar la cotangente del angulo diedro, 1/4, y multiplicarlo por 7, obte-
niendo 1 1/2 1/4 palmos / codo, lo que implicaria un angulo de 75°
57 49,52".

Una traduccion al aleman de los ejercicios relacionados con
las prramides se pueden encontrar en Borchardt (1893, pags. 9-13).

B i

Conociendo que un seqed son los palmos horizontales que se
corresponden con una altura de un codo. Si dividimos 7 entre el nu-
mero de seqed, obtendremos el valor de la tangente del angulo diedro
que conforma una de las caras triangulares de la piramide con la
base de la misma, y a partir de ella el angulo correspondiente que

reflejamos en la tabla siguiente.

seqeds | dngulo diedro

1 85743’ 37,657

——————
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2 74° 03 16,68”
3 66° 48” 05,08”
4 60° 15° 18,43”
5 54° 27 44,367
6 49° 23’ 55,347
7 45°00” 00,00
8 41° 11’ 09,33”
9 37° 52’ 29,947
10 34° 59 31,277

Como la mayoria de las piramides construidas estan entre 5y

6 seqeds, ampliamos los datos con otra tabla.

seqeds | dngulo diedro
5,0 | 54° 27’ 44,367
5,1 53° 55 26,36”
5,2 | 53° 23 84,58”
5,3 52° 52’ 08,67”
54 | 52°21° 08,577
%) 51° 507 33,99”
5,6 51° 207 24,69”
5,7 50° 507 40,447
5,8 50° 217 20,977
5,9 49° 52’ 26,03”
6,0 | 49° 28’ 55,347

Llama la atencion el hecho de que los arquitectos egipcios uti-
lizaron seqeds no enteros, lo que habria sido muy comodo a la hora
de realizar los planteamientos y de levantar la construccion. Parece
probable que estuvieran embebidos en aspectos numericos ‘sagra-
dos” que les llevaria a adoptar inclinaciones proximas a los valores
que estudiaremos en el capitulo dedicado a la Geometria egipcia refe-
rido a las piramides armonicas. Pero si esto fuera asi, ;por qué no
todas las piramides tienen la misma inclinacion? Las diferencias exis-
tentes no pueden ser debidas exclusivamente a errores en la cons-
truccion.

1 En otro trabajo se dijo que el seqed era el valor de la cotangente del angulo
formado por la base de la piramide y una de las caras, pero no es exactamen-
te asi.
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2 Algunos autores piensan que el término wh3-tbt no hace referencia a la
longitud de uno de los lados de la base piramidal, sino a la diagonal de la
misma (EISENLOHR, 1877).

3 Para el mismo autor anterior se trataria de la arista que va desde uno de los
angulos de la base a la cima de la piramide (EISENLOHR, 1877).

4 Los problemas de pirdmides estian traducidos y comentados en
(BORCHARDT L., 1893, pags. 9-17)
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Calculo de volumenes y su-
perﬁcies de cuerpos geomé—
tricos

Uno de los avances mas importantes que encontramos en las
matematicas egipcias proviene del calculo de voliimenes. En unos
casos son muy exactos y en otros, los referidos a cuerpos esféricos,

incretblemente aproximados.

Calculo del volumen de un cilindro

Gran parte de los graneros construidos en el Egipto faradnico
eran en parte cilindricos con una cubierta semiesférica como nos
muestran algunos grabados inscritos en tumbas nobiliarias.

Ilustracion 2. Dibujo de un granero cilindrico (MASPERO, 1895, pag. 28).

Problema 41 del PMR

Calcular el volumen de un granero cilindrico recto circular de
9 codos de diametro y 10 codos de altura.

Un cilindro es un cuerpo geometrico formado por una superfi-
cie cerrada cortada por dos planos. Se llama cilindro recto cuando
los planos son perpendiculares a las generatrices, y es circular, si sus

dos bases son circulos.
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En las matematicas modernas, el volumen de un cilindro se

calcula como el area de la base por la altura.
A= nr?h

El matematico egipcio seguira la misma formula utilizando un

valor para nr? de 3,16, como vimos en los problemas 58 y 60 del
PMR.

Se halla 1/9 del diametro (1/9 de 9), obteniendose 1, valor
que resta del diametro completo, resultando 8 (9 menos 1), que ele-
vado al cuadrado nos da el area, 64 codos cuadrados.

8
16
32
64

N -

Mulfiplicando por la altura se obtienen 640 codos cubicos (64
por 10). Realizando un cambio de unidades transforma los codos
ctbicos en khar (1 codo ciibico son 1,5 khar) anadiendo la mitad del
valor obtenido.

1 64

10 640

1/2 de (640) 320
960 khar

Como el resultado es elevado lo transforma en centenas de
cuadruple heqat dividiendo por 20, puesto que 100 cuadruples he-
gats son 20 khar (1 khar es 5 cuadruples hegats, medida en el Reino
Nuevo).

960

>0 - 48 centenas de cuadruples heqats

Veamos la conversion con mas claridad.

960 kh 20 heqats 1 cuadruple heqat 4800 heaat
T khar 4 heqats B eqats

Problema 42 del PMR

Calcular el volumen de un granero cilindrico recto circular de
10 codos de diametroy 10 codos de altura.

Calculamos el area de la base, el circulo hallando los 8/9 del
diametro. Se divide 10 entre 9 obteniendose 10/9 (1 1/9), valor que
restamos del didmetro completo resultando 8 2/3 1/6 1/18.

e
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Se llega a este resultado del siguiente modo. Primero resta 10

menos 1, alcanzando 9, valor del que resta 1/9 dividiendo 8/9.

1 9
2/3 6
1/3 3
1/6 11/2
1/18 1/2

2/31/6 1/18 8

Siguiendo el procedimiento para calcular el area del circulo de

la base, eleva al cuadrado este resultado.

1 82/31/61/18

2 17 2/31/9

4 351/21/18

8 711/9
2/3 52/31/6 1/18 1/27
1/3 22/31/61/12 1/36 1/54
1/6 11/31/12 1/24 1/72 1/108
1/18 1/31/9 1/27 1/108 1/324

82/31/61/18 79 1/108 1/324 codos cuadrados

La suma de los enteros y de las fracciones con “denominador”
3 totaliza 78 1/3. Para el resto se toma como nimero base m = 108,
el “denominador” mayor, cuyas 2/3 partes, lo que nos queda para

completar 79, son 72.

1/9 1/6 1/18 1/27 1/12 1/24 1/72 1/108 1/27 1/9

4 1
12 18 6 4 9 12 12 1 4 12 72

Nos quedan el 1/108 1/324 de la ultima fila.

Solamente queda multiplicar el valor del area de la base por
la altura, 10 codos.

1 79 1/108 1/324
10 790 1/18 1/27 1/54 1/81

Veamos el resultado de multiplicar por 10 las dos fracciones.
Dividimos 10 entre 108.

1 108
2/3 72
1/3 36
1/18 6
1/27 4

1/18 1/27 10

Dividimos 10 entre 324.
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1 324
2/3 216
1/3 108
1/18 18
1/54 6
1/81 4

1/541/81 10

Convierte los codos ctibicos en kher como en el problema an-
terior, sumandole la mitad del valor obtenido.

1 790 1/18 1/27 1/54 1/81
1/2 395 1/36 1/54 1/108 1/162
11/2 1185 1/6 1/54

Para realizar la suma de las fracciones el escriba debio utilizar

como numero base el “denominador” mayorm - 162.

1/18 1/27 1/54 1/81 1/36 1/54 1/108 1/162
4
9 6 3 2 1/2 3 11/2 1 27
La suma de las celdas marcadas es la sexta parte de 162, por

lo que el volumen del granero es de 1.185 1/6 1/54 khar.

El siguiente paso es convertirlos en centenas de cuadruple he-
qat dividiendo por 20.
1 1185 1/6 1/54
1/10 118 1/2 1/54
1/20 59 1/4 1/108

Explicamos la division de las fracciones por 10.

1 540
1/540 1
1/60 9
1/60 1/540 10
1/54 10

Las dos ultimas filas son equivalentes.

Problema 43 del PMR

El enunciado de este ejercicio propuesto por los diferentes au-
tores varia. Peet (1923, pag. 82) y Chace (1927, pag. 87) sugieren que
el diametro del cilindro seria de 9 codos y la altura de 6 codos, pero
los resultados al igual que las operaciones no encajarian en modo
alguno con lo expuesto por el escriba. El enunciado seguido por Cla-
gett propone el diametro (altura) de 6 codos y una altura (diametro)

e
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de 9 codos (CLAGETT, 1999, pag. 158). Gillings sugiere que las di-
mensiones del diametro son de 8 codos en vez de 9 codos, mante-
niendo la altura en 6 codos (GILLINGS, 1972, pag. 148).

Estudiemos el volumen de cilindro segun las fres teorias ex-
puestas sigutendo el procedimiento del matematico egipcio en los
problemas anteriores calculando la capacidad del granero en khar.

V= (a)
¢ \9 2

1) Segun Peety Chace, aplicando nuestra formula anterior

8 \* 3
VC:(§9> 6§=576khar

... resulta 576 khar, valor que no se ajusta a los datos del papiro.

2) Segun la primera propuesta de Clagett

8 \* 3
14:(56) 9.§=384khar

... resulta 384 khar, valor muy inferior al expresado en el PMR.

La segunda propuesta de Clagett, que se muestra entre paréen-
tesis, es la misma que la de Peet y Chace.

3) Segun Gillings

V.= (S6) 6.3 =455 & n
¢ =\g®) g T g nar

... el valor obtenido por el matematico egipcio.

Por lo tanto escribiremos el enunciado del problema como
calcular el volumen de un granero cilindrico recto circular de 8 codos
de diametro y 6 codos de altura.

El primer paso es calcular la novena parte del diametro resul-
tando 8 codos (9 menos 1). Ahora pensariamos que se utilizaria el
metodo del problema anterior para el calculo en codos ctbicos, pero
no, se cambia completamente, para dar el resultado directamente en

khar. De nuevo un ejemplo de la versatilidad del escriba.

Sigue calculando la tercera parte del valor obtenido y se lo
anade antes de elevarlo al cuadrado.

1 8
2/3 51/3

——————
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1/3 22/3
11/3 102/3
Lo eleva al cuadrado.
1 10 2/3
10 106 2/3
2/3 71/9

102/3 1132/31/9

El valor 2/3 se obtiene primero dividiendo entre 3

(10+2)3—10+2—3+1+1+1
3/°"7 3 9 3 6 18

... conociendo el valor 2/9 de la tabla 2/n del PMR.

Ahora multiplica por 2.
<3+1+1+1)2—6+2+1+1—7+1
3'6 18/ " '3 '3 9 "9

Mulfiplica el valor obtenido por 4, las 2/3 partes de la altura
del granero.

1 1132/31/9
2 2271/21/18
4 455 1/9

El ultimo paso es la conversion a centenas de cuadruples he-
qats, dividiendo por 20, como hemos explicado en los problemas
anteriores.

1 455 1/9
1/10 45 1/2 1/90
1/20 22 1/21/4 1/180°

iComo llega el egipcio a esta metodologia para el calculo del
volumen de un cilindro en khar? Si el escriba hubiera utilizado la
formula general para el volumen de un cilindro habria aplicado

(8d>2h3 B 32d2h
9 2 27
En el ejercicio se utiliza
(4d>2h2 B 32d2h
3 3 27
..donde 4/3 es11/3.
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S. Couchoud comenta una posible explicacion a este ejercicio
segun la que el matematico egipcio habria combinado los dos posi-
bles procedimientos para calcular el volumen de un cilindro en cen-
tenas de cuddruples heqats que hemos expuesto con anterioridad,
aplicando una formula erronea (COUCHOUD, 2004, pag. 77)

v =|d d+1(d d)z cln
€ 9 3 9) |'3°20°

... utilizando como valor para el diametro 9 codos y para la altura 6

codos.

Problema 2 del PK

El manuscrito 1V.3 no muestra enunciado alguno por lo que
debemos deducirlo de los datos que se muestran mas abajo. El ejerci-
cio ocupa las columnas 13 y 14. En la columna de la derecha puede
apreciarse el dibujo de una elipse que tiene en su interior el resultado
final, encima el valor del diametro y en el lateral izquierdo la longitud
de la altura.

Seguimos la propuesta de Schak-Schakenburg (1899, pags. 78-
79).

Calcular el volumen en khar de un cilindro cuyo diametro es
de 12 codos y su altura de 8 codos.

El procedimiento aplicado es el mismo que el utilizado en el
problema anterior del PMR. Se calcula 1/3 del valor del diametro
que se anade al mismo totalizando 16 (1/3 de 12 es 4 que sumado a
12 da 16). Eleva al cuadrado este valor, resultando 256 (16 por 16).
Obtiene los 2/3 de la altura resultando 5 1/3 (2/3 de 8 codos) que
multiplica por 256 para terminar calculando el volumen del cilindro
en khar: 1365 1/3.

1 256
2 512
4 1024
1/3¢ 851/3

51/3 13651/3
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St aplicamos la formula tradicional para el volumen de un ci-
lindro

V., = nr?h

... siguiendo el procedimiento egipcio para calcular el area circular de
la base restariamos al diametro, 12 codos, su novena parte (12 -
12/9) lo que se convierte en 10 2/3. Valor que se eleva al cuadrado
para obtener el area del circulo, obteniéendose 113 2/3 1/9 codos
cuadrados. Para completar el volumen, multiplicamos por la altura, 8
codos, lo que se corresponde con 910 1/6 1/18codos ciibicos, que
multiplicado por 11/2, la equivalencia en khar, una de las unidades
de capacidad, resulta 1.365 1/3, el resultado aportado por el pro-
blema (SCHACK-SCHAAKENBURG, 1899, peig. 78).

Griffith propone un enunciado diferente cambiando los valo-
res de la altura (12 codos) y del diametro (8 codos) (GRIFFITH F. L.,
1897, pags. 16, volumen 1). Con estos datos el resultado es muy dife-
rente como podemos ver a continuaciéon multiplicando el area de la

base por la altura segun el modelo egipcio.

§de8 7+l
9 9
7—|—l 1 1 1 1
97 5044k =
cuadrado
porla 606+l+£+£+i
altura 12 2 4 9 27
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Si multiplicamos este valor por 3/2 lo convertiremos en khar
(1 codo cubico son 1,5 khar), resultando 910 1/3 1/72, valor muy
alejado del que aparece en el interior de la elipse.

Calculo del volumen de cubo

Un cubo es un paralelepipedo (cuerpo geomeétrico que tiene
sus caras paralelas dos a dos) que tiene todos sus angulos diedros

rectos 'y todas sus caras cuadrados iguales.

Problema 44 del PMR

Calcular el volumen de un granero ctibico de 10 codos de lar-
g0, 10 codos de ancho y 10 codos de largo.

En la actualidad el volumen del cubo se calcula
V=1

Después de la complejidad de los ejercicios anteriores éste es

muy sencillo.

1 10
10 100
100 1000 codos cubicos

Ahora convierte los codos ctibicos en khar anadiéndole la mi-

tad de su valor.

1 1000
1/2 500
11/2 1500 khar

Dividiendo entre 20 se obtienen las centenas de cuadruple he-

qat.
1 1500
1/10 150
1/20 75

El egipcio realiza la comprobacion del resultado. Deshace el
cambio de unidades convirtiendo las centenas de cuadruple heqat en
khar multiplicando por 20.

1 75
10 750
20 1500 khar
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Ahora sigue un procedimiento peculiar. Divide entre 100 y

luego calcula sus 2/3 la equivalencia entre khar y codos ctibicos.

1 1500
1/10 150
1/10 de 1/10 15

2/3de 1/10de 1/10 10 codos

Expliquemos mas en profundidad este método. El volumen de
un cubo en khar es

3
Vc—k = E l3

Al dividir entre 100, divide entre el cuadrado del lado.

Ve 3 13_3l
100 2712 2

... por lo que el lado que se quiere calcular es

N

— Vc—k “
100 3

Problema 45 del PMR

[

Siun granero ctibico tiene una capacidad de 7.500 cuddruples
heqats de grano ;cual es su volumen?

Antes de comenzar el analisis del ejercicio es necesario hacer
[] e \\
alguna reflexion sobre el vocablo O == stwiy que hemos tra-

ducido como volumen y que en el Worterbiich se lee “Ergebnis” ‘resul-
tado’ (Wb. 1V, 335). Variantes de este vocablo aparecen en el proble-
ma 60 del PMR donde hemos traducido por el concepto matematico
de tangente, el cociente entre el valor del cateto opuesto a un angulo y
el cateto adyacente. Ademas en el PMM la encontramos en tres oca-
siones: en el problema 6 indica un area, una superficie rectangular,
en el 14 se refiere, sin lugar a dudas, a la altura del tronco de pirami-
de, mientras que en el 18 vuelva a significar ‘area, superficie’.

Esta variedad de significados nos podria hacer pensar que se
tratara de diferentes vocablos, pero su escritura es muy semejante. En
los problemas 14 y 18 del PMM se le ha anadido el determinativo

genérico de un hombre con la mano en la boca (@A2 de la lista de
Gardiner) y sus significados son muy distintos. En el primero se refie-
ren a la altura de un poliedro, el famoso tronco de piramide, mien-
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tras que en el segundo caso es refiere a un poligono, una figura pla-

na, la superficie o el area de un rectnangulo

Volviendo al problema, es el inverso al anterior y relaciona las
medidas de capacidad, cuddruples heqats y khar, con las de volu-

men, codos cubicos.

Sigue el procedimiento de la prueba del ejercicio anterior.
Primero transforma los cuddruples heqats en centenas dividiendo por
100 (7.500 entre 100 da 75 centenas). Luego los convierte en khar
multiplicando por 20.

1 75
10 750
20 1500

Ahora divide entre 100 y multiplica por 2/3.

1 1500
1/10 150
1/10 de 1/10 15

2/3de 1/10de 1/10 10 codos

Este método implica conocer la longitud del lado previamente,
tomando como valor 10 codos. Conociendo las dimensiones de los
lados de la base, un cuadrado en este caso, no se calcula la tercera
dimension del granero sino la altura que alcanzan los 7.500 cuadru-

ples heqats de grano.

Se han conservado pequenas maquetas de graneros ortoédri-
cos en los que podemos apreciar las aberturas superiores por las que

se introducia el grano ascendiendo por una escalera.
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Iustraciéon 3. Modelo de granero en madera pintada fechado en el Reino
Medio (museo del Louvre, Paris, E283).

Ilustracion 4. Maqueta de un granero rectangular de ceramica, fechada
en la XII dinastia y custodiada en el museo de Norfolk (1921.37.1:A).
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Tlustracion 5. Modelo de granero rectangular procedente de la tumba de
Meketra en el occidente tebano, fechado en la XII dinastia, durante el
reinado de Amenemhat I. Se custodia en el Metropolitan Museum de
Nueva York - 20.3.11).

Tlustracion 6. Modelo de granero rectangular de 27,5 x 42 x 44 cm. proce-
dente de Assuan, fechado en la VI dinastia, custodiado en el museo Brita-

nico de Londres (EA 21804).
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Ilustracion 7. Modelo de granero rectangular de madera de 18 cm. de
altura, procedente de Tebas, fechado en el Reino Medio, custodiado en el
museo Britanico de Londres (EA 2463).

Calculo del volumen de un ortoedro

Un ortoedro es un paralelepipedo, poliedro en el que todas las
caras opuestas son paralelas, que tiene todos sus angulos diedros
rectos.

Problema 46 del PMR

Si un granero rectangular tiene una capacidad de 2500 cua-
druples heqats de grano, ;Cuales son sus dimensiones si la longitud y
la anchura son de 10 codos?

Al tener la base cuadrada de 10 codos de lado se puede utili-
zar la metodologia anterior.

Se transforman los cuadruples heqats en sus centenas divi-
diendo por 100 (2.500 entre 100 resulta 25 centenas), que se convier-
ten en khar multiplicando el valor obtenido por 20.

1 25
10 250
20 500 khar

Divide entre 100 y multiplica por 2/3.

1 500

e
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1/10 50
1/10 de 1/10 5
2/3de 1/10de 1/10 3 1/3 codos

Problema 5 del PK segun Gillings

El problema de la placa LV.4 del PK, a sugerencia de Gillings
(1972, pags. 163-164) calcula el volumen de un ortoedro y se podria
enunciar como en un granero de base rectangular cuya anchura es
1/2 1/4 de su longitud se vierten 40 cestas de 90 hin de capacidad
hasta alcanzar la altura de 1 codo ;Cuales son las medidas de sus
lados?

Estudiaremos la restauracion propuesta por el autor linea a li-

nea, aun teniendo en cuanta que podria haber propuestas mas senci-

llas.
gl 2002 Tk

tp hsb n spw nw shw

Ejemplo de recuento de las acciones de un libro'.

31) W/////%

]

Ejemplo de [un granero rectangular cuya anchuraes 1/2 1/4 de su
longitud. Cuarenta cestas de 90 hin]

w2 ) RO

[.]

[se vierten en ella hasta una profundidad de 1 codo. Encontrar el la-

do]

(33)%%%%&5@%@

[...] n p3 hnw

[Divide 90 hin entre 30 y se convierte en 3.

— RIS
(34)®@@% Ano O

jr-hr.k p3 40 sp(w) 3
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Multiplicas 40 por 3

0 B o INTH=e_

hprt jm pw 120 jr.hr.k

... lo que se convierte en 120. Luego haces

(36)<ﬁ>WQR@<jQRDEXQHH

1/10 n 120 hprt jm pw 12

.. 1/10 de 120, lo que se convierte en 12.

(37)®@@%&%%kgi‘

jr-hr.kp3 172 1/4 v gmt we

Divide entre 1/2 1/4, uno

o B o INIHool =

hprt jm pw sp(w) 1 1/3 jr.hr.k

.. lo que se convierte en 1 1/3.

o % Nlpol 8 o INaHny,

p3 12 sp(w) 1 1/3 hprt jm pw 16

Multiplica 12 por 1/3, lo que se convierte en 16.

= [anY e
(4O)®@UF\kw@@©

jr.hr.k knbt m 4 jr.hr.k

Haces (su) raiz cuadrada en 4. Haces

an <8 oINS

1/2 1/4 n 4 hprt jm pw 3

1/21/4 de 4, lo que se convierte en 3.

BT IR E RN T e

hprt jm pw h3ywt 10 nt mh 4 r 3
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Es lo que se convierte en 10 hayt de 4 codos: 3 codos.

Antes de explicar el razonamiento de Gillings veremos como
resolveriamos el ejercicio en la actualidad.

El volumen de un ortoedro es el producto del area de la base
(largo por ancho) por la altura.

Vi=Ilxaxh

Primero calculariamos el volumen del granero multiplicando
el numero cestas vertidas por la capacidad de cada una de ellas: 40
cestas por 90 hin cada una nos da una capacidad de 3600 hin, que
transformado en heqats son 360 heqats, puesto que 1 heqat son 10
hin. El siguiente paso es convertir las unidades de capacidad, heqat,
en unidades de volumen, codos cubicos, dividiendo por 30 (1 codo
cubico son 30 heqats), resultando 12 codos cubicos.

Una vez obtenido el volumen del granero aplicaremos un sis-
tema de dos ecuaciones con dos incognitas, conociendo que la altura
alcanzada es de 1 codo.

12=1lxa
{-(1+1)l
=272

Sustituyendo el valor de “a” en la primera ecuacion resulta

12=12<l+1)
2 4

12
?=+——==16

| =16 = 4 codos de largo

El ancho se calcula sustituyendo el valor obtenido en la se-
gunda ecuacion del sistema

1 1
a= (E + Z) 4 = 3 codos de anchura

El razonamiento de Gillings es semejante. Para calcular el vo-
lumen a partir de la capacidad de las cestas

~ 90x40
" 30x10

... el matematico lo realiza en varios pasos. Comienza dividiendo 90
hin entre 30, obteniendo 3 (linea 33), valor por el que multiplica 40

——————
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cestas, resultando 120 (linea 34). Completa la transformacion en co-
dos cubicos dividiendo 120 entre 10 (linea 36), que da 12 codos cubi-
CoS.

Ahora confinua como si aplicara el sistema de ecuaciones
propuesto mas arriba. En la linea 37 se calcula el inverso de 1/2 1/4
como 1 1/3 (linea 38), valor que multiplica por 12, convirtiendose en
16 (linea 39). Basta con realizar la raiz cuadrada de 16 codos cua-
drados (linea 40) para obtener la longitud del largo: 4 codos. En la

linea 41 se calculala longitud del ancho.

Clagett (1999, pag. 245) se limita a copiar el texto de Griffith

sin dar una explicacion al problema.

Otros autores dan versiones distintas. Por ejemplo en la pagi-
na http://www.digitalegypt.ucl.ac.uk/lahun/uc32162.html el pro-
blema se enuncia como un area de 40 codos por 3 codos se dividira

en 10 porciones cada una cuya anchura es % % de su longitud. ;Cua-

les son las medidas de los lados de los pedazos?

En primer lugar, siempre siguiendo este enunciado, el escriba
calcula el area del rectangulo a dividir multiplicando 40 codos por 3
codos, resultando 120 codos cuadrados (lineas 34 y 35). Posterior-
mente calcula el area de cada una de las diez piezas dividiendo 120
codos cuadrados entre 10, resultando 12 codos cuadrados por peda-

zo (linea 36).

Ahora aplica la proporcion en la que el largo de cada pedazo
es 1/2 1/4 de su ancho. Calcula el inverso de 1/2 1/4 convirtiendose
en 1 1/3 (lineas 37 y 38), que multiplica por 12 codos cuadrados ob-
teniendo 16 codos cuadrados (linea 39). Basta con calcular la raiz
cuadrada para saber que el largo de cada uno de los 10 pedazos es
de 4 codos (linea 40). Luego, como en los casos anteriores calcularia
el valor del ancho de los pedazos multiplicando el valor obtenido por
1/2 1/4, resultando 3 codos de ancho (linea 41).

Es importante resenar que este enunciado explica la linea 42,
en la que aparecen las 10 tiras que hay que cortar diciendo que el
resultado del area de las 10 tiras es de 4 por 3 codos.

Ademas este planteamiento evita incluir cambios de unidades
en el problema.

Este ejercicio es similar a los problemas 6, 7y 17 del PMM.
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Calculo de la superficie de una semiesfera

El volumen de una semiesfera fue calculado por Arquimedes
de Siracusa (287-212 a.C.) a partir del volumen del mismo cuerpo

que desarroll6 por un habil procedimiento geométrico.

Dibujo una semiesfera, un cono con angulo de apertura de
45° y un cilindro cuyas bases eran de la misma superficie que el circu-
lo maximo de la semiesfera. Secciono los tres cuerpos por un plano a

la misma altura

...y estudio el area de las secciones (color gris). El area de la superfi-

cie del cilindro es mR?, siendo R el radio de la semiesfera, que pode-

——————
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mos descomponer siguiendo el teorema de Pitdgoras en m(r? + h?); el
area del circulo de la semiesfera dependera de la altura a la que se
haya realizado el corte

...stendo su valor tr?, siendo r el radio de la seccion; el area del cono
es, al tratarse de un angulo de 45°, mh?, siendo h la distancia a la que

se realizo el corte.

De este modo se deduce que el area de la seccion en el cilin-
dro, m(r? + h?), es la suma de las secciones de la semiesfera, nr?, y
del cono, mh?. Al ocurrir esto en todas las secciones, los voltimenes
siguen la misma relacion.

V.del cilindro = V.de la semiesfera + V.del cono

A este resultado se podria haber llegado de forma empirica a
traves de recipientes semiesférico, conico y cilindrico rellenos de

agua. El agua de los dos primeros llenarta el cilindrico.

Tomando como conocidos el volumen del cilindro, TR?h, y el
del cono, mR?h/3, es facil deducir que el volumen de la semiesfera es
2mR%h/3. Tomando la altura como el radio se determina 2mR3/3.

Ampliando los resultados a una esfera completa se obtiene 4wR3/3.

Veamos como deducir el area de la superficie esférica cono-
ciendo el volumen. Una esfera se puede descomponer en “n” pirami-
des con el vertice en el centro de la esfera cuyo volumen seria Rb?/3,
siendo ‘b’ el area de la base piramidal. El volumen seria la suma de

los “n” volumenes piramidales.
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V= nv,
4 1
§T[R3 = n<§Rb2)

Como nb? es la suma de todas las bases piramidales, es tam-

bién la superficie de la esfera (S.), por lo que

4 1

§nR3 = Se.3R
.. de donde se deduce que
S, = 4 R?
..yla de la semiesfera
See = 2TR?
Problema 10 del PMM

Calcula la superficie de una cesta semiesférica con un diame-
tro enla boca de 4 1/2 codos.

Algunos autores piensan que no se frata de una semiesfera
sino un semicilindro que tiene como diametro el mismo valor que la
longitud de la altura del cilindro. Una de las dificultades que presenta
el texto para discernir entre ambas posibilidades es la traduccion de

RI=

algunos vocablos. En la linea 2 de la columna XVIIl leemos

tp-r, palabra utilizada para describir la base de un triangulo en los
problemas 51 del PMR y 4 del PMM, significado que, evidentemente,
no puede tener en este ejercicio. Parece evidente que se trata de ‘aper-

) <1
tura’, la ‘boca’ de la semiesfera. Es razonable pensar que
T 8
==l I | tp-r m dw ‘la apertura en el limite’ tenga el valor

geomeétrico del diametro del cuenco, la semiesfera, en cuestion.

El area de una semiesfera’ es

d\>  d?
A=2nr:=2 (_) =T—
nr (5 T
...mientras que la del semicilindro es
Ao 2nrh B b= ndh
=——=mrh=—
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Como puede verse ambas formulas son equivalentes si la altu-
ra del cilindro coincide con el diametro. El problema para considerar
un semicilindro vendria del propio texto egipcio donde no aparece
mas que un dato matematico, 4 1/2, a no ser que se considerara una
traduccion como ‘un semicilindro de diametro (tp-r) 4 1/2 y en altura
(‘dw) 4 1/2.

Otra propuesta (PEET T. E., 1931, pag. 154), menos seguida
por los estudiosos del tema, es que se tratara de calcular el area de
un semicirculo.

r2
A=n—
"2

En este caso el valor dado en el problema, 4 1/2, se referiria al
radio (tp-r m “dw). Tener en consideracion esta propuesta muestra un
grave inconveniente. En ninguno de los problemas que aparecen en el
PMR en los que estan envueltos calculos de circulos (PMR 41, 42, 43,
48 y 50), ni en los referentes al mismo problema en el papiro demoti-
co de El Cairo, se hace referencia a la nocion de radio (COUCHOUD,
2004, pag. 95) , pero en el Worterbtich aparece como segundo signifi-
cado (Wb. 287).

Como estudiamos al resolver el problema del area del circulo

el procedimiento aplicado por el matematico diferia mucho del actual

2
y era dependiente de (8d/9) . Intentemos desgranar el procedimiento

del problema de la superficie de la semiesfera y comprobaremos co-

2
mo (8d/9) sigue siendo un elemento importante en el calculo.

Sigamos los datos aportados por el escriba egipcio en el PMM
en paralelo con una notacion algebraica mas moderna que nos per-
mitira, al final del ejercicio, llegar a la formula expuesta.

1) Primero duplica el valor del diametro (4 1/2 x 2 = 9 codos)

que en nuestra notacion seria 2d.

2) Calcula la novena parte del valor obtenido (1/9 de 9 - 1)
que escribimos como 2d/9, y lo resta del valor 2d (9 - 1 - 8), equiva-
lente a 2d -2d/9 - (2d).8/9. El primer 8/9.

3) Sigue con la novena parte del dato anterior (1/9 de 8 es 2/3
1/6 1/18) que expresariamos como (2d).8/9.

1 9
2/3 6
1/3 3
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1/6 11/2
1/9 1
1/18 1/2

2/31/6 1/18 8

... que resta del total previo.

8 (2+1+1>—7+1
3 6 9/ 9

Lo obtiene viendo que el valor que le falta al paréntesis para

completar hasta la unidad es 1/9 (celdas de color verde).

En nuestra notacion paralela

2d.8 2d.8 2d.8 (1 8) _ g (8)2
9 92 9 9/ "7 \9

4) Ya tenemos el cuadrado que conociamos del calculo del
area del circulo, pero el diametro no estd al cuadrado. Por ello el es-
criba multiplica el valor obtenido por él.

e oed)-s

.. obteniendo el valor de la superficie de la semiesfera o del semici-

lindro st el ultimo valor por el que multiplica es la altura.

1 71/9
2 14 1/6 1/18 [2/9]
4 281/31/9
1/2 31/21/18
41/2 32

Para llegar al valor de la suma basta con demostrar que
1 4 1 4 1 _ 1
39 18 2
... cosa que el escriba realiza con facilidad.

La superficie de la semiesfera es de 32 codos cuadrados.

Volviendo a nuestra notacion que habiamos dejado antes de

multiplicar por el didmetro, tenemos

2afg) a=2(3)
9/ "7 "\o9
... Justamente el doble del area del circulo que es la formula para cal-

cular el area de una semiesfera.
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Como d = 2r, al sustituir en la expresion anterior obtenemos

) (16r)2
9
Si recordamos que el valor de 7 al que llegaron los egipcios

era (16/9), solamente tenemos que sustituir en la formula anterior

para llegar a nuestra formula actual 2mr?.

La principal discusion estriba en el termino nbt, que hemos
traducido como “cesta”. Mientras que unos autores prefieren conside-
rarla como una semiesfera, una especie de cuenco, otros apoyan la
tesis de un semicilindro. El texto jeroglifico ayuda poco. El unico deta-

lle que quiza esté relacionado con la forma del objeto es jnr

qODQ que nos indicaria una piedra esférica, pero poco mas®.
Como se utiliza 4 1/2 codos tanto para el valor del diametro como
para la altura del supuesto semicilindro, no hay manera de poderlos
diferenciar en principio.

Calculo del volumen de un tronco de piramide

Un tronco de piramide es una piramide seccionada por un
plano paralelo a la base cuyo calculo no es sencillo.

Durante el Reino Antiguo esta imagen fue muy frecuente en la
construccion de los monumentos funerarios llamados mastabas, voz
procedente del arabe que significa ‘banco’ y el cdlculo de su volumen

——
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seria muy util para conocer la cantidad de material de construccion
necesario para su edificacion. La evolucion de este monumento dio
lugar en un primer paso a una piramide escalonada, siendo la mas
famosa la construida por el arquitecto Imhotep como tumba del rey
Djeser de la 11l dinastia, y se concluye con las grandes piramides,

tumbas de algunos de los mas insignes faraones e gipcios.

Parece logico pensar, aunque no tengamos documentacion al
respecto, que al igual que los matematicos del pais del Nilo sabian
calcular el volumen de una piramide truncada, conocerian el proce-
dimiento para el calculo del volumen de la piramide completa, mu-

cho mas sencillo, la tercera parte del area de su base por su altura.

El avance de los egipcios se hace evidente en esta ocasion so-
bre todo si lo comparamos con sus vecinos, los pueblos babilonicos
(COUCHOUD, 2004, pag. 88), que solamente fueron capaces de con-
seguir una aproximacion calculando el volumen de un tronco de pi-
ramide como la media aritmetica de las areas de las bases multipli-

cada por la altura
1
V= E (Clz + bz)h

.. en vez del procedimiento general que estudiaremos con detalle a
continuacion

1
1% =§(a2 +ab + b*)h

Otros autores dan un método mas correcto para los matema-

= Y]

... recordemos la forma de un zigurat, una superposicion de pirami-

ticos babilonicos,

des truncadas dando un aspecto semejante a una piramide escalo-

nada

La obtencion de la formula para el calculo del volumen de un
tronco de piramide se puede ver en el anexo 8.

Problema 14 del PMM

Calcula el volumen de un tronco de piramide de 6 codos de al-
turay 4 codos de lado de la base.
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Primero deduciremos la formula moderna para el calculo del
volumen de un tronco de piramide partiendo del volumen de una
piramide.

Sabemos que el volumen de la piramide completa es

1.,
VP = §B hp
...stendo B la longitud de la base piramidal (la base mayor del tronco

de piramide), y hp, la altura de la piramide completa.

El volumen del tronco de piramide puede calcularse restando
del volumen de la piramide completa el de la piramide de la cuspide

que queda al quitar el tronco de piramide. Su volumen es
1,
VP = § b h’C

... stendo b la longitud de la base menor del tronco de piramide y h,,

la altura de la piramide de la cuspide.

1 2 1 2 1 2 2
Vt=Vp_‘/c=§B hp_gb hc=§(B hp_b h’C)

Sabemos que la altura del tronco de piramide (h,) es la resta
entre la altura de la piramide completa y la de la piramide de la cus-

pide.
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1
Ve = 3 [Bth - bz(hp — hy)]

1
Ve =5 (B?hp — b*hp + b?hy)

Se puede demostrar por semejanza de triangulos basada en el
teorema de Thales (un sistema de rectas convergentes o secantes cor-
tadas por rectas paralelas determinan segmentos proporcionales). Ast

hp_ht
h

| o
=

p

..de donde
bh,, = B(hp — hy)

bh, = Bhy — Bh,

Bh, = hp(B — b)
X _ Bh,
P=B—b

.. sustituyendo en la formula del volumen

= le (525) - (5 =5) + o] -

3|( Bht)(sz b2)4-b2h4 _

—1K;;byﬁ+bx3 b)+bh4

1

[B2h, + Bbh, + b%h,] = tw2+Bb+b%

wl»—k

El primero en calcular este volumen fue, al parecer, Demaocrito
(Anpokpitog 460-370 a.C.), pero sin duda hay que asignar al geome-
tra griego Euclides (EukAeidng 325-265 a.C.) el desarrollo de una
demostracion rigurosa en su obra Elementos (XI1, 7), en la que un
prisma de base triangular es dividido a lo largo de sus diagonales en
tres piramides, concluyéndose que el volumen de una piramide es la

tercera parte del volumen de un prisma.
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El matematico Heron de Alejandria ("Hpwv 6 AAe€avdpelg si-
glo 1111 d.C.) en su obra Métrica (11, 8) aborda el volumen de un tronco

de piramide cuyas bases son 10 y 2 y la altura 7 aplicando la formula

. (B+b)2_|_1(B—b)2
B 2 3\ 2
... pero se atribuye al gran matematico Leonardo Pisano (1170-1250

d.C\), Fibonacci, la aplicacion por primera vez de la formula moderna
en su obra Practica geometriae (CHACE, 1927, pag. 170).

El matematico egipcio en el PMM aplica el mismo procedi-
miento que el actual. Primero eleva al cuadrado la base mayor obte-
niendo 16 codos cuadrados (4 por 4); luego multiplica 4 por 2 (el
producto de las dos bases) obteniendo 8 codos cuadrados; le falta
calcular el cuadrado de la base menor, resultando 4 codos cuadrados
(2 por2).

Suma los tres valores obtenidos (el paréentesis de nuestra for-
mula) resultando 28 codos cuadrados. Calcula la tercera parte de la
altura, 2 codos (6 entre 3). Por ultimo multiplica el valor del parénte-
sis 28 codos cuadrados, por el tercio de la altura, 2 codos, obtenien-
do el volumen del tronco de piramide, 56 codos cubicos.

Veamos como pudo el matematico egipcio llegar a esta formu-
la. Sin duda el escriba conoce que el volumen de una piramide es la
tercera parte del cubo que la contiene, dato al que pudo llegar de
forma empirica, observando que la capacidad de una piramide es la
tercera parte de la del un cubo que tiene como arista la altura de la
misma, o pesando los dos cuerpos geométricos.
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—

Construimos una piramide que tenga como altura la mitad de
la longitud de su base y la seccionamos por dos planos perpendicula-
res entre si, paralelos a las caras y que pasan por el vertice
(GILLINGS, 1972, pag. 190).

La piramide queda dividida en cuatro piramides oblicuas con
un angulo diedro formado con la altura de la piramide. La altura de
estas piramides oblicuas esa piramide completa, pero el lado de la
base es la mitad del lado de la base original.

Sabemos que tres piramides construyen un cubo de arista (a)
la altura de la piramide completa (h) o la mitad de su base (b).

a=h=-—
2
Con esos datos
3
Veubo = Z Vpirémide
3 3
a” = ZVpirémide
) 3
h.a* = Z Vpirémide
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b\ 3
h. (_> = ZVpirémide

2
b* 3
h-Z = ZVpirémide
1 2
Vpirémide = ghb

... el volumen de la piramide de base cuadrada.

Para llegar a la formula del tronco de piramide partiria de la
suma de tres volumenes.

1) El ortoedro central que tiene como base la base menor del
tronco de piramide (b) y como volumen el area de la base por la altu-

ra del tronco.
Vo = b?h,

2) Cuatro cunas a ambos lados de la base menor del prisma

cuyo volumen es la mitad del ortoedro formado por la base menor

(b), la altura (h,) y la resta de ambas bases partido por 2 (BT_D).

_ b(B—Db)h,

cuia — 4
Entre las 4 cunas totalizan un volumen
Vacuiias = b(B - b)ht = (Bb - bz)ht

L. . ) B-b
3) Cuatro piramides de las esquinas que tienen como base —

y altura la del tronco de piramide. Su volumen sera 1/3 del area de la
base (un cuadrado) por la altura.

1/B — b\*
Vesquina = § (T) h;

Entre las cuatro piramides de las esquinas

1
V4esquinas = § (B — b)zht
Sumando los volumenes correspondientes a los tres anteriores
1
Vt = bzht + (Bb - bz)ht + §(B - b)zht

... y operando obtenemos la formula aplicada por nosotros y por el

matematico egipcio.
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Gillings propone que se llegaria por procedimiento geometrico
tterativo considerando los datos ofrecidos por el problema 14 del
PMM (GILLINGS, 1972, pags. 191-193). Propone que B (base mayor)
- 2b (base menor), puesto que la base mayor es 4 y la menor 2 en el
problema. Por otro lado, aplicando el teorema de Tales sabe que la

altura del tronco de piramide es la mitad de la altura de la misma.

base del triangulo pequefio _ altura del triangulo pequeno
base del triangulo grande — altura del triangulo grande

2
4 h +6

La altura de la prramide sin truncar es de 12 codos (6 mas 6)
suma de la altura del tronco y de la piramide de la cuspide (hy, = hy +
he).

hy = h,

Conocemos que para calcular el volumen del tronco de pira-
mide restaremos los volumenes de la piramide completa menos el de

la piramide de la cuspide.

[Bz(ht + hc) - bzhc] =

w| =

1 2 1 2
Vt=VP_‘/C=§B hp_gb hcz

1
=5 (B%h; + B?h — bh,)

Como la altura del tronco y la de la piramide la cuspide son

iguales podemos poner
1
§ht[B2 + (B? — b?)]

Geométricamente se demuestra que B — b* es Bb + b*.

Sustituyendo se obtiene la formula
h
é (B2 + Bb + b?)

Aplica el mismo sistema para un tronco de piramide cuya ba-
se menor es la tercera parte de la mayor y la altura del tronco de pi-
ramide 2 veces la de la piramide la cuspide, obteniendo el mismo
resultado, concluyendo que el método seria valido para todos los

casos.
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Otros autores han expuesto sus teorias sobre como los egip-
cios podrian haber deducido el volumen del tronco de piramide co-

nociendo previamente el volumen de una piramide de base cuadran-

gular completa.

Estudiemos la propuesta grafica de van der Waerden (1954,
pags. 35-36). Comienza construyendo un tronco de piramide con un

angulo diedro rectangulo.

Ahora transforma las dos cunas y la piramide en paralele-
pipedos de volumen equivalente. La dos cunas de color rosa se trans-
forman en dos ortoedros de bases by a — b, y la mitad de la altura del

tronco de cono inicial

... y la piramide verde en un ortoedro de base cuadrada a — by de
una altura la tercera parte de la del tronco de cono, como reza la

formula del volumen de una piramide,
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... conformando la figura siguiente.

Ahora aplica un ajuste entre los dos paralelepipedos iguales.
Quita 1/6 de la altura a uno de ellos (1/2 - 1/6 - 1/3), y se la anade
alotro(1/2 +1/6 = 2/3).

Sumamos los volumenes correspondientes a los tres paralele-

pipedos
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[b2h] + [b(a —b) 23—h] + [a(a —b) g]

3b%h ab*h _2b°h @h_@h_h o, oo o o,
3 3 3 3~ 3 ~3( a a” —ab)

h
§(a2 + ab + b?)

Para finalizar expondremos el procedimiento de Vetter (1930,
pags. 16-18) que presupone conocido el volumen de una piramide y
dos aspectos mas: la presencia de un angulo diedro recto y que la
superficie superior es la mitad de la inferior, como en el problema 14
del PMM. Este autor secciona el tronco de piramide en cuatro pirami-

des, dos de ellas cuadrangulares, cuyas bases son la base mayor

...y la base menor,

...y otras dos iguales (ABCD y CDEF) de base un triangulo cuya altura
es la del tronco de piramide y la longitud la base mayor (AD - DE), y
cuya altura es el lado de la base menor (BC - CF)
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... considerando que BC (longitud de la base menor) es perpendicular

a la base ABD por existir un émgulo diedro en el vertice D.

Sumando los cuatro voliimenes

by hy,, b ah
3% 73 32
. sellega a la formula del volumen del tronco de piramide.

Un problema semejante fue resuelto por Abu Abdallah
Muhammad ibn Musa al-Jwarizmi (5 4 & & & desa () 3 a3 o)) 55 )
5 s 2a 780 — 850 d.C. aproximadamente), conocido como al-
Juarismi, un matematico y astronomo persa, a quien debemos el vo-
cablo ‘algebra’. Las medidas de las bases del troco de piramide coin-
ciden con las del PMM, pero la altura es de 10. El modo de resolucion
es restando el volumen de la piramide completa que constituiria el
tronco de piramide de la de la piramide que conformaria el vertice
(ROSEN, 1831, pags. 83-84).

Calculo del volumen de un tronco de cono. Papiro de

Oxyrhynchus

Llama la atencion que no se haya conservado ningun ejercicio
relacionado con el volumen del tronco de cono ni en el PMR ni en el

[ |
PMM, pues la clepsidra o reloj de agua, en egipcio dbh (J ﬁ )
(CLAGETT M. , 1995, pag. 458) fue un instrumento muy frecuente en

el antiguo Egipto para la medicion de las horas.
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Hustracion 8.Dibujo de la clepsidra de Karnak de Amenhotep III (XVIII
dinastia) custodiada en el museo de El Cairo (JE 37525) (fuente
http://www.conec.es/2013/05/midiendo-el-tiempo-gota-a-gota-las-
clepsidras/).

Evidentemente es mas complejo para los egipcios este calculo
que el del tronco de piramide estudiado con anterioridad. No es tan
mntuitivo saber que el volumen de un cono es la tercera parte del vo-
lumen del cilindro que tiene el mismo diametro, pero por asimilacion
con la relacion entre el volumen de un ortoedro y una piramide po-
drian haberlo desarrollado. Ademas la no utilizacion del radio, sino

del diametro, dificulta algo mas su calculo.

El volumen de un tronco de cono, un cuerpo geométrico gene-
rado por la rotacion de un trapecio rectangulo alrededor de un eje
que pasa por el lado perpendicular a sus dos bases. La formula para
su calculo es semejante a la del tronco de piramide ‘la tercera parte
de la altura multiplicada por la suma del drea de la base mayor mas
la de la base menor mas la de la elipse que construirian con los ra-

——————
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dios de las dos bases’.

h Th
V= ?t(nR2 + mRr + mr?) = Tt(R2 + Rr +1?)

... siendo ‘R” el radio de la base mayory ‘r” el de la base menor.

Como los matematicos egipcios no utilizaron, dentro de nues-
tros conocimientos actuales, el concepto de radio, calcularian el
circulo mayor como

...y el circulo menor

&)
9
... pero habrian tenido problemas para calcular el area de la elipse

Rr sin utilizar los radios.

Su calculo por integracion se puede ver en el Anexo 12.

Conociendo que el area de un circulo para los egipcios es
64d>/81, basta con multiplicarlo por la altura para conocer el volu-
men de un cono.

64d?
243

Veono = §Abase- altura =

Por asimilacion con el volumen de un tronco de piramide.

El volumen del tronco de cono se podria haber calculado co-
mo la resta entre el volumen del cono grande y el pequeno. Ademas

por asimilacion con el volumen del tronco de piramide

h 2 2
Vip =3 (B> + Bb + b?)
... habrian obtenido
V —256h(R2+R + 2)—h<3+1+ ! + 1)(R2+R +72)
v = 943 T =3P T9 T 27 T8 rer
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.. ya que el valor de m para los egipcios era 256/81, pero como no

utilizan el radio sino el diametro

h<3+1+1+1>(D>
3 9 27 81 2

D d /Dd\?
_ = - 35
+2'2+(2)]

2

h (3+1+—1 + 1) D? + Dd
12 9 27 81 (
+d?) i

En el papiro griego de
Akhmim, fechado en época
bizantina, de los tres proble- -
mas geomelricos que se des-
criben (BAILLET, 1892, pags.
63-88) hay un problema rela-

tivo al calculo del volumen de

o [ ] [...]

un tronco de cono conociendo
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3] (fipeov) {§' } K)B’, dorl 70 plrov
relvieras oa, T 8 ¥ xy

el perimetro de sus bases,
12 y 20, y una altura de 6
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. [,
Hi €lofidy 8dxrvroe xBB’
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1/2 (CHACE, 1927, pag.
143).

Entre los papiros de
Oxyrhynchus, escrito  en

griego y fechado en el siglo
m d.C.,
queno tratado matematico,

se localizo un pe-

de 16,7 por 19 cm., que
contiene, al parecer, ins-
trucciones para la construc-
cion de instrumentos astro-
nomicos. Desde la linea 31
al final del documento se
dan los datos necesarios
para la fabricacion de una
clepsidra (GRENFELL, 1903,

pag. 142) en forma tronco-
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conica de 24 dedos de diametro superior (45,36 cm.), un diametro
inferior de 12 dedos, la mitad del superior (22,68 cm.), y una profun-
didad de 18 dedos, el promedio de ambos (34,02 cm.).

El valor de la tangente, cociente entre la longitud del cateto
opuesto y el adyacente, es 3 (18 entre 6 es 3), lo que se corresponde
con un angulo de 71°33’54,18"'4, bastante inferior al reconocido co-
mo angulo perfecto para que el flujo determine alturas iguales de
descenso del liquido en tiempos iguales, que se corresponde con la
tangente 9/2 (CLAGETT M. , 1995, peig. ﬁg. 11.29), 77°28'16,29".

El autor del manuscrito calcula, como ejercicio matematico, el
volumen correspondiente a los seis primeros dedos siguiendo la for-

mula

n/D+d\ m/D+d
e 5

):h"—2(132+2Dd+d2)
3V 2 /Ja\ 2 12

.. stendo ‘D" el valor del diametro de la base mayor y “d” el de la

base menor

[T

Utilizando el valor de m como 3, siguiendo las normas de la
epoca, se asimila al volumen de un cilindro que tiene como diametro
la semisuma de los diametros de las dos bases del tronco de cono. A
saber, el volumen de un cilindro es el area de la base (nr?) por la
altura.

D+ d\?
V. =nh(T) = h%(D2+2Dd+d2)

Aplicando el valor de m en ambas formulas obtenemos
3
hZ(DZ +2Dd + d?)

Veamos como calcula el matematico el volumen correspon-
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diente a un tronco de cono situado en el centro de la clepsidra. Si la

altura es 1 dedo, la formula queda

v _hn(D+d> n(D+d)_(D+d) 3(D+d>
te="3\0 2 )4\l 2 )7\ 2 )4\ 2

24+ 12\ 3 /24 + 12 1
Vtc=< )—( >=18(13+E>=243

2 4 2
Observad que el valor utilizado seria la semisuma de un dia-

metro situado 1/2 dedo por debajo y 1/2 dedo por encima.

Un simple cdlculo de triangulos semejantes nos permite hallar
cuanto varia el diametro de las diferentes secciones en relacion con la

altura.

altura del triangulo pequefio _ base del triangulo pequeiio
altura del triangulo grande ~ base del triangulo grande

1

X
186
1
*=3

.. por cada lado. Asi que los diametros se incrementan 2/3 de dedo

por cada dedo de altura.
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Ilustracion 9. Facsimil del recto del texto matematico de los papiros de
Oxyrhynchus (BORCHARDT L., 1920, pag. placa 7).
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Veamos en una tabla los calculos realizados por el matemati-
co egipcio en el documento de Oxyrhyncus.

Diametro supe- Diametro infe- Diametro Volumen
rior rior promedio real

24 231/3 232/3 4201/12

231/3 222/3 23 396 3/4

222/3 22 221/3 374 1/12

22 211/3 212/3 3521/12

211/3 202/3 21 330 3/4

202/3 20 201/3 3101/12

Los resultados mostrados en el papiro son muy diferentes
aunque las operaciones planteadas son correctas.

Volumen ma- Volumen
nuscrito real
3001/12 4201/12
396 1/2 396 3/4

374 1/12

51/2 3521/12
370 3/4 330 3/4
3001/12 3101/12

A !
g |
el e :- /}I-’
L SRR

oHT?
J.-"' Yl )

Ilustracion 10. Facsimil del verso del texto matematico de los papiros de
Oxyrhynchus (BORCHARDT L., 1920, pag. placa 8).
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Estudiemos ahora las caracteristicas geométricas de la clepsi-
dra de Karnak (Cairo 37525), fechada en el reinado de Amenhotep 111,
rey de la XV111 dinastia. Las medidas del instrumento son: altura exte-
rior 35 cm. (18 1/2 dedos), altura interior 32,6 cm. (17 1/4 dedos),
diametro superior externo 49 cm. (26 dedos) y el didmetro inferior
externo 27,5 cm. (14 1/2 dedos) (OBENGA, 1995, pag. 204) (LULL,
2006). El grosor tomado como la resta entre la altura exterior y la

mnterior se corresponderia a 2,4 cm.

Con estos datos se consigue tener un volumen de

h
V=§n(R2+Rr+r2) =

2

326 (49 24) +(49 24)(27,5 24)+(27’5 24)2 _
—3 "\~ FINT T 2 %) T

= 29.634,64402 cm® ~ 29,63 L

El angulo que forma la cara inclinada con la horizontal calcu-
lado en el exterior de la clepsidra es de 72°55'33,72" equivalente a

una tangente de

cateto opuesto 35
= 3,2558

t = =
ML= Cateto adyacente 49 — 27,5

2

5 El problema tiene 1/45. El matematico ha multiplicado la dltima fraccién
en vez de dividirla.

6 En el papiro 2/3.

7 Podria tratarse de una ldmina de papiro que tiene que dividirse en peque-
fios trozos.

8 Linea que aparece muy alterada segin la pagina del museo Petrie.

9 La demostracion del area de una semiesfera por integracion se encuentra
en el anexo 9.

10 En Wb 78 encontramos el dual jnr.zy haciendo referencia a los dos huevos
que se originaron de Djehuty (Thot).
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Como dibujaban un arco

En un ostracon calizo del Reino Antiguo fechado en la 111 di-
nastia proveniente del yacimiento arqueologico de Saqqara se ha
inscrito un dibujo transportable que parece indicarnos la forma en la

que dibujar un arco a partir de varios puntos.

Tlustracion 11. Ostracon calizo procedente del yacimiento arqueologico de
Saqqara en el que parece describirse el procedimiento para el dibujo o
construccion de un arco (WOLFF, 1941, pag. 266).

Se han conservado 5 lineas de escritura de diferentes alturas
con numeros en codos, palmos y dedos pareciendo indicar la longi-
tud de la semirrecta situada a su izquierda. Si traducimos su numera-
cion comenzando por la altura maxima tendremos en la primera li-
nea se lee 3 codos 3 palmos y 2 dedos (98 dedos; 3 codos por 28, 84,
mas 3 palmos por 4, 12, y 2 dedos); en la segunda linea 3 codos 2
palmos y dos tres dedos (95 dedos; 3 codos por 28, 84, mas 2 palmos
por 4, 8, v 3 dedos); en la tercera linea, si no se ha perdido ningun
signo, tendriamos 3 codos (84 dedos; 3 codos por 28); en la cuarta
linea 2 codos y 3 palmos (68 dedos; 2 codos por 28, 56, mas 3 pal-
mos por 4,12); en la quinta linea 1 codo, 3 palmos y 1 dedo (41 de-

——————
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dos; 1 codo por 28, 28, mas 3 palmos por 4, 12,y 1 dedo).

Debajo un esquema numerico del ostracon considerando una

base de 1 codo, 28 dedos, en cada columna.

Ilustracion 12. Esquema numeérico del ostracon calizo procedente del
yacimiento arqueolégico de Saqqara en el que parece describirse el pro-
cedimiento para el dibujo o construcciéon de un arco (WOLFF, 1941, pag.

267).

Arquitectonicamente podria haber servido para la construc-
cion de una pequena boveda, por ejemplo para un granero. Se cono-
cen bovedas de canon en Egipto en época mas tardia, en el Reino
Nuevo. Un ejemplo palmario de este tipo de arquitectura se puede
admirar en los almacenes del Ramesseum, templo mortuorio de

Ramses 11 (XIX dinastia), edificado en la orilla occidental tebana.

Ilustracion 13. Dibujo de las bévedas de los almacenes del Ramesseum,

templo funerario de Ramsés IT (MASPERO, 1895, pag. 29).

Otra posibilidad que nos presenta el ostracon es que se tratara
de un ejercicio de cdlculo del area bajo la curva. En la actualidad se
halla aplicando la regla de Barrow para la resolucion de la integral
definida de la ecuacion de la curva. Si la pretension del egipcio era
calcular el area tendria que haber aplicado un método semejante al
desarrollo de areas por trapecios, lo que genera una buena aproxi-

macion.

Conocemos que el area bajo una curva se encuentra com-
prendida entre la suma del area de los rectangulos superiores (con

e
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base en el valor superior)

...y la de los inferiores (con base en el rectangulo inferior).

Segun aumentamos el numero de rectangulos la aproxima-
cion es mejor. St su numero aumenta indefinidamente, tenemos la

integral.

Si en vez de utilizar las areas de los rectangulos usamos trape-

cios la aproximacion mejora.

Sabemos que los egipcios conocian como calcular el area de
un trapecio como vimos en el problema 52 del PMR. Hallemos el area
bajo la curva del ostracon de Saqqara en dedos cuadrados, comen-
zando por el trapecio de la izquierda.

El area del trapecio es la semisuma de las base por la altura.

_B+b B
T2
Primer trapecio
98 4+ 95
A = > 28 = 2702 dedos cuadrados

Segundo trapecio

_95+84

2 = 28 = 2506 dedos cuadrados
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Tercer trapecio

84 + 68
A; = > 28 = 2128 dedos cuadrados

Cuarto trapecio

68 + 41
A, = > 28 = 1526 dedos cuadrados

El ultimo trapecio es en realidad un triangulo cuya area es el
semiproducto de la base por la altura.

_ 41x28

Ag = = 574 dedos cuadrados

La suma total es 9436 dedos cuadrados.

Realicemos las conversiones a codos cuadrados conociendo
que un codo cuadrado equivale a 784 dedos cuadrados (28 dedos
por 28 dedos).

1 codo cuadrado

1
9436 dedos cuad. ~8% dedos cuad. 12 + %codos cuadrados
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Las Matematicas en el papi-
ro Reisner 1]

En este documento, fechado en la XI1 dinastia, custodiado en
el museo de Bellas Artes de Boston (38.2062) se inscribieron algunas

anotaciones matematicas que pasamos a estudiar.

Calculo del volumen de un ortoedro

En la seccion G del manuscrito aparece una tabla con los vo-
lumenes de diferentes recintos templarios calculados sin indicar pro-
cedimiento alguno. Sin duda el escriba realizo los calculos multipli-
cando el largo por el ancho y por el alto, como nos indica el encabe-
zamiento, procedimiento universal para hallar el volumen de un or-
toedro.

Placa G del PRI

En las celdas marcadas de rosa se han transcrito los valores
posibles, mientras que los numeros en rojo pertenecen a las correc-
ciones de Gillings. Las lineas con desarrollo matematico correcto se
rellenan de verde.

PAPIRO REISNER (placa G)
nimero o an- profun- volu- division
arso ) o do unida- men | por 10
de % © p des b detalle
linea ? AG % P%i\? Z
2 38 12 7 1 3192 319 1/2
3 25 20
camara
4 15 5
augusta
5 3 2 2 1 12 11/5 camara
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. capilla
6 8 5 1/4 1 10 1 )
oriental
1/10
11/2 1/20
7 3 2 ¥ 1/4 1
’ / /4 1/8" | 1/40
1/80
8 35 11 1/4 1 192 1/2 | 19 1/4"
9 13 11 11/2 1 214.1/2 21
) 1/41/5"
32/3
10 52 3 1/4 1 39 1/5
1/30"
. 61/3
11 32 4 1/2 1 64"
' / ’ /15
1/3 recinto
12 31/2 2 2/3 1 492/3 1/10 amuralla-
1/30" do
29/3
29 1/2 1/5 camara de
13 101/2 | 81/2 1/3 1 A" 1/20 i
: 1/30 vigilancia
1/40
1/2 1/4
14 2 1
8 & /3 8 1/20
41/2
. sustentar
15 6 4 2 1 48 1/4 l
1/20 columnas
11/2
16 4 2 2 1 16 110
6 1/4
17 4 4 2 2 64 1/10 plantas
1/20
) . . . 31/2 o
18 3 3 2 2 36 110 plantas
TO- oo 433
TAL 4335 1/2"

Veamos la transcripcion en jeroglificos.

(4) %//////// 'i"/

[...] m tSpst

[...] enla camara augusta.
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(5)%////////%Rfmi

[...]m ttn

[...] en esta camara.

=N INS27

rdyt n.f m k3r'” j3bty n 3hwt

Lo que se le dio en la capilla oriental de las tumbas.

AC D O
) s V7=
[...]sb3n ttn

[...] enla puerta de esta camara.

N &N

3bd [...] Smw sw [...] rdyt n.fm [...]

En el mes [...] de la estacion de shemu, el dia [...] lo que se le dio en

[...]
. RIS BN

rdyt n.f m sb3 n drjt m hm¢

Lo que se le dio en la puerta del recinto amurallado como la tierra

reunida (?)

w i o c=— W&e e NTT
=[]

3bd [...] Smw sw 27 rdyt n.f (m) hmt m t rsw

En el mes [...] de la estacion de shemu, el dia 27, lo que se dio como

tierra reunida en la camara de vigilancia®.

ao NG IN T T

rdytn.fm t tn

Lo que se le dio en esta camara.
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7 e [EANS NS B LN

O _

0 ~
3bd [...] Smw sw 27 rdyt n.f m hmt r wh3 spwt

En el mes [...] de la estacion de shemu, el dia 27. Lo que se le dio co-

mo tierra reunida para sustentar las bases de las columnas.

i —\7700= I%7,

3bd [...] rdyt n.f...] thwt [...]

En el mes [...] Lo que se le dio [...] planta [...]

Placa H del PRI

Continua calculando los volumenes de ortoedros.

PAPIRO REISNER (placa H)

e Czzaal Nef =l TN

3bd 1 smw sw 16 rdyt nfm]th]nr m
W_d)
En el primer mes de la estacion de shemu, el dia 16. Lo que se le dio

en la extraccion de la piedra del almaceén

nimero largo ancho profundo volumen
hjil % © o 7% ’ unidades ;L&:'
detalle

2 2y 5 palmos | 6 palmos ! 2 4y 1 1/3 dedos
3 21/4 6 palmos 5 palmos 1 i’/ 22 I)/allin(cl)es(;;?
4 21/4 6 palmos 5 palmos 1 i’/; f/allzlges(;z
5 2 1/4 6 palmos . 1 1’13/21):11]‘:1: !
6 4 1/4 2 61/2 1/4
7 3 1/4 11/2 1/2 2 41/21/41/8
8 21/2 11/2 1/2 1 11/21/41/8
9 41/2 11/2 1 2 13 1/2
10 4y 1 palmo 11/2 1/2 1 3y 3 dedos
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11 3y 1 palmo 1 1" 1 3y 1 palmo
AL C T T T P
| W O cz=pO0°~ N
3bd I Smw sw 28 spt  (dmd) 15

En el primer mes de la estacion de shemu, el dia 28, base de colum-

nas... (total) 15%.
9v3 3, 6 palmos y 2
13 9y 3 palmos ¥ 9/3 1 1/14 1/28 de-
palmos B
dos
7 ™ Z -
7 . O CZ_
3bd 1 sSmw sw 29
En el primer mes de la estacion de shemu, el dia 29.
I, I palmoy 3, 4 palmos y 2
14 2y 2 ded 11/2 : 1 -
y e dedos / 1 dedo 1/2 1/28 dedos”
3, 4 palmos y 2
15 1y 5 dedos 11/2 5 palmos 2 1/2 1/4 1/14
1/28 dedos™
ly4 5 palmos y 2 2, 5 palmos y 2
16 2y 3 palmos 1
¥ © palmos palmos dedos 1/2 dedos”
ly3
17 A y 1 4 99 y 6 palmos
palmos
1y?2 . 3, 4 palmos y 1
18 3y 2 palmos 6 palmos 1 -
VEPpamos | lmos bamos 1/8 1/15 dedos”
5, 2 palmos y 3
3, 5 palmos l1y3 :
19 > Patmios ! 1 1 1/4 1/7 y 1/28
y 2 dedos palmos .,
dedos
l1y3 4y 1/41/28
20 3y 3 palmos } 1 1 vy /
palmos palmos
1y3 2, 3 palmos 1/2
21 1 y 5 palmos 1 1
¥ PAIOs palmos 1/14 dedos”
— s
o
‘ Va22224%Y @ '
3bd 1 smw sw rky
En el primer mes de la estacion de shemu, el ultimo dia.
ly3 2, 2 palmos y 2
22 12/3 ’ 1 1 ;
/ palmos 2/3 dedos™
ly6 6, 2 palmos y 2
23 4 : 6 palmos 1 ’
palmos paimos Vi 1/28
ly2 4y21/31/5
24 3y b palmos Y 6 palmos 1 Y i / /:
palmos 1/15 dedos

///::\ ] M

O]

3bd 2 smw sw 1
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En el segundo mes de la estacion de shemu, el primer dia.

25 11/2 1/2 1/4 1 2 2 1/4
26 21/2 1/2 1/4 11/2 2 31/2 1/4
27 31/2 11/2 11/2 2 15 1/2 1/4
o MWM -
I wenn O T
3bd 2 sSmw sw 1
En el segundo mes de la estacion de shemu, el dia 7.
28 4y 4 palmos p}tlfilis 1 y 2 palmos 2 20,1 llz/)zlmmo Y

SIS RNA ST TN T S

rdyt n.f m db3w m §¢ t 3t

Lo que se le dio en pago por la arena de la camara grande.

—~
[111 Q@
3bd 4 prt
En el cuarto mes de la estacion de peret,
30 12 ) 1/4 1 15
oc—
sw iS5
...eldia15.
31 15 ) Uy 1 18 1/2 1/4
N S
N
AN
k3j j3bty
La capilla ortental.
32 8 D 1/4 1 10
J %3 = g
A VNN O]
thwt ..... 3bd 1 Smwsw

33 4 4 2 2 64
—
26
26.
34 3 3 2 2 36
—ely DX’X‘X‘XQ
@\ NN ‘ﬁ‘
3tpw pr S3w

Cargas del dominio de la compania de sacerdotes.
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35 8 97 Vi 1 18

36 50 de remanente
* o=

37 ks 100 1/2 99 ...451/2

La puerta grande

=W

38 kgj 16
Capilla

gO*<
spt
Base de columna

39 3, 6 palmos y 1 dedo

QAEOQ

[ [y

3t

40 23 1/2 total 143 y 2 palmos

La camara grande

o

o111
41 i 143 1/2 1/4

Arena

Placa1 del PRI

Continua el calculo.

PAPIRO REISNER (placa I)
~ < — _
DB -~ =
3bd 4 prt sw 15
En el cuarto mes de la estacion de peret, el dia 15.
. X volumen
nimero largo ancho profundo
de % e =0 7% unidades ;%E\T
linea :
detalle

“NZnlcd

—..—g:E

SR

rdyt n.f m sht s3tw

Lo que se le dio en el golpeo de la tierra.
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=1 —
C 3
[an [an
3t

La camara grande.

1/2 1 30

2 -

t Spst

La camara augus ta

3 5 5 1/2 37 1/2

et ItV 11 1
k3 j3bty 3hwt

La capilla oriental del “akhety”

4 8 5 20

1/2 1
W=7

mhrr|...]

18 2/3 1 132

S

11
By J=)
W=y
m3hw jmnty

La “makhu” occidental.

4 1/4
Rt S
m3hw j3bty

lLa “makhu” oriental.

7 52 3 [298]* 1/4 1 39

:ﬁ&na_ﬂ T
WA T oo
m db3w t St

... como suministros d(’ lil gl‘ilﬂ camara.

8 sy4
8 24 5 palmos 1/2 1 codos y
palmos

%zsc=="E= Al Ze=7
3bd 1 smw sw 28 rdyt n.f m f3w srft

El primer mes de la estacion de shemu, el dia 28. Lo que se le dio co-

mo transportes de “serefet”.

111 codos 3

9 26 2 5 palmos 1
palmos
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71 ¢ S
10 90 5 5 palmos 1 codos
palmos
11
a—_ o
wWle+—Roog
m sfh m ppt
.. en la liberacion de los ladrillos de adobe
12 27 7 2 1 378

=S il NESmt--3 N S

3bd 2 smw sw [...] rdyt n.f m srw mw m h3t
En el segundo mes de la estacion de shemu, el dia [...]. Lo que se le

dio por la eliminacion del agua en el campo.

13 8 7 112

w=e7, Sl %Dﬁ%..%% o ¢

3bd 2 smw sw [...] rdyt n.f m gdw m swnw
En el segundo mes de la estacion de shemu, el dia [...]. Lo que se le

dio por los constructores en la torre.

14 11/2 11/2 2 2 9

15 21/2 11/2 11/2 2 11 1/4

16 31/2 21/2 11/2 2 26 1/4"
21/2 81

1 4 11/2 2 N

7 1/9] / 30

~
T=ec 9 Nzl e
3bd 2 Smw sw 10 [...] kmt n.f m ppt h3wt

En el segundo mes de la estacion de shemu, el dia 10 [...]. Lo que se le

completo en ladrillo de adobe de los campos.

51/2 (6
18 10 1" 1 55
palmos] >
19 16 51/2 6 palmos 1 751/4 1/5
20 8 6 [556 1/4] 1 48

%‘E%J...Q

kmt n.f m dbwt 3t

Lo que se le completa con ladrillos grandes.

11 En el manuscrito leemos 2 Y2 que da como décima parte 1/5 1/20.

——————
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12 En el manuscrito 19 Y2.

13 E] escriba da un valor aproximado 21 2.

14 El escriba lo aproxima a 4.

15 El escriba tiene 85. Luego, calcula la décima parte de 85 correctamente (8
1/2).

16 El escriba pone /2 como valor aproximado.

17 El escriba tiene 27. Luego, calcula la décima parte de 27 correctamente (2
12 1/5).

18 K] escriba tiene 435.

19 Podria ser 43i.

20 Clagett traduce ‘emptying’.

21 Gillings da 6 palmos y 1 dedo, pero anade que es demasiado grande.

22 Gillings da 5 palmos y 2 dedo, pero afiade que es demasiado grande.

23 Hay una fraccion de 1/3 que ha podido ser eliminada porque aparece sub-
rayada.

24 Hay una fraccion de 1/3 que ha podido ser eliminada porque aparece sub-
rayada.

25 Parece que deberian ser 14.

26 K] escriba tiene 3, 6 palmos y 3 dedos (aproximacién) [recordemos que las
medidas de la Gltima columna son volumétricas, es decir ctbicas].

27 El escriba tiene 3, 6 palmos y 1 1/2 dedos (aproximacién).

28 ] escriba tiene 3 codos y 5 palmos (aproximacion).

29 Parece més aproximado, siguiendo a Gillings, 2, 6 palmos y 3 Y2 dedos.

30 E] escriba tiene 3 codos, 3 palmos y 2 1/3 dedos.

31 K] escriba tiene 4 codos, 2 palmos y 3 dedos.

32 E] escriba tiene 5 codos.

33 El manuscrito esta alterado en este punto. Se nota 2 codos, 4 palmos y....
34 El escriba tiene 2 codos, 2 palmos y 2 dedos.

35 Parece mejor aproximacién que la propuesta por el escriba, 4 codos y 2
dedos.

36 Es mejor aproximacién que 1 Y2 del escriba.

37 El escriba tiene 5.

38 Los nimeros entre corchetes y en negrilla aparecen en rojo en el manuscri-
to.

39 En el manuscrito se lee 25 1/4.

40 En el papiro se lee 36.

41 En el manuscrito se lee 1/4.
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